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Dans une fibration non nilpotente, la cohomologie rationnelle de la fibre H*(F,Q) n’est pas 
un invariant de type d’homotopie rationnelle de la fibration. Nous montrons que dans certaines 
conditions, un sous-module de H*(F, Q) sous I’action canonique du rrr de la base est un invariant 
du type d’homotopie rationnelle de la fibration et etudions quelques applications. 
Soit p : E-+ B une fibration d’espaces connexes par arcs point& de fibre F. Notons 
C* le foncteur des cochaines singulieres normalisees a coefficients dans Q et 
TorC*@)(C*(E),Q) le tor differentiel defini par Eilenberg et Moore [6]. Con- 
siderons l’action canonique de ~ci = z,(B) sur H*(F; Q). Un sous-module A de 
H*(F; Q) est dit unipotent (respectivement localement unipotent) si pour chaque i, 
H’(F; Q) est unipotent (respectivement limite inductive de sous-espaces uni- 
potents). Notre premier resultat s’enonce: 
ThCorkme 1. Soit F-+E -tB une fibration et U un sowz,-module de H*(F; Q) 
vkrifiant H*(B, H*(F; Q)/U) = 0. Supposons v&ifike I’une des hypothbes 
suivantes: 
(i) H*(F; Q) ou H*(B; Q) est de type fini et U est unipotent. 
(ii) B est un C. W. complexe fini et U est localement unipotent. 
Alors on a un isomorphisme naturel 
TorC*@)(C*(E), Q) 5 U. 
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11 en resulte que la suite spectrale d’Eilenberg-Moore converge dans ce cas vers 
l’espace U. En particulier, lorsque la fibration est quasi-nilpotente (U=H*(F; Q)), 
nous retrouvons le resultat de W.G. Dwyer [5]. Rappelons que H*(F; Q) unipotent 
signifie H’(F; Q) unipotent pour chaque i. 
Le Thtoreme 1 se deduit d’un theoreme sur les modeles minimaux de Sullivan 
(§l), theoreme qui fournit en outre un algorithme de calcul du tor differentiel. Une 
autre application de ce theoreme est la suivante. 
Dans [3], Bousfield et Kan introduisent le foncteur de Q-completion: 
X-Q_,(X). La Q-completion coi’ncide avec la Q-localisation lorsque X est 
nilpotent de Q-type fini [2, VI]. Qs,(X) peut ctre defini par la formule Q,,,(X) = 
1 W C&CC) j lorsque G designe le complete de Malcev du groupe simplicial GS(X) 
[ 111, 1. 1 le foncteur de realisation geometrique, G et W les foncteurs ‘groupe de 
lacets’ et ‘classifiant’ introduits par Kan [9]. 
L’image d’une fibration FL E -% B par le foncteur Q$, est une fibration, mais 
en general la fibre de Qm(p) n’a pas le type d’homotopie de Qa(F) [3, 11.11. 
Nous demontrons: 
ThkorCme 2. Si la fibration FL E -% B satisfait 
(i) H*(B; Q) et H*(F, Q) sont des espaces vectoriels gradub de type fini. 
(ii) F est 1-connexe. 
(iii) II existe un n,-sow-module U de H*(F; Q) unipotent verifiant 
H*(B, H*(F; Q)/U) = 0. 
Alors l’application naturelle F+(Q,p))‘(*) induit un isomorphisme entre 
H*((Qm~)-‘(*)) et u. 
Lorsque la fibration est quasi-nilpotente (U= H*(F; Q)), nous retrouvons le 
resultat de Bousfield et Kan [3, 11.51. 
Le 5 1 contient l’enonce du theortme algebrique fondamental, le $3 sa dtmonstra- 
tion. Le $2 est consacre a quelques applications: construction plus, homotopie de 
De Rham (Y-homotopie) d’un espace non nilpotent, revetements cycliques infinis. 
Les auteurs remercient vivement S. Halperin pour son aide precieuse dans 
l’elaboration de ce travail qui simplifie et generalise les resultats prtalablement 
obtenus dans “Module de Fitting d’une fibration” (non publie). 
1. Le dsultat algdbrique et ses premikres condquences 
1. I. Modeles minimaux - Le theoreme fondamental 
Generalisant la notion de formes differentielles sur une variete, D. Sullivan 
associe a chaque espace S l’algebre differentielle grad&e commutative (en abrege 
a.d.g.c.) (A(S), ds) des PL-formes sur S a coefficients polynomiaux. Comme dans 
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le cas des varietes differentiables, l’integration des formes definit un isomorphisme 
nature1 H*@(S), ds) G H*(S; Q) pour chaque S. 
Si v, : (A, d,)+(B, dB) designe un morphisme d’a.d.g.c. satisfaisant H’(A, dA) = 
H’(B,d,) =Q et si A est augmentee, alors il existe un diagramme commutatif 
d’homomorphismes d’a.d.g.c. 
(i) AX designe I’algebre commutative (au sens gradue) libre engendree par 
l’espace vectoriel gradue X= 0: I X’. 
(ii) !&, !PB sont des quasi-isomorphismes (i.e. H(YA) et H(ul,) sont des iso- 
morphismes). 
(iii) I designe l’inclusion canonique, Q = E @ 1 lorsque E designe l’augmentation de 
1’a.d.g.c. //. 
(iv) 11 existe une base homogene de X, (x,),~~ indexee par un ensemble bien 
ordonne K verifiant 
lorsque 1. / designe le degrt d’un element et X<, l’espace vectoriel engendre par les 
xfl avec p<a. 
Un tel diagramme satisfaisant les conditions ci-dessus est appele un KS-modkle 
minimal. L’existence et I’unicite a isomorphisme pres du KS-modele minimal est la 
version algebrique du resultat topologique qui exprime que toute application con- 
tinue est homotopiquement equivalente a une fibration. L’a.d.g.c. (/lx, D), appelee 
KS-fibre est en quelque sorte une fibre homotopique ‘algebrique’ de q [7]. 
Dans le cas particulier, oh f: S -+ * designe l’application constante, en choisissant 
(.n/d)=(Q,O), (AX,D)s(Q@AX, D) 3 (A(S), ds) est un modele minimal de S. 
Considerons maintenant une fibration F &E 2 B, oti B est un espace connexe 
par arcs point& par * avec F=p-‘(*). La construction algebrique precedente nous 
fournit un diagramme commutatif, appele KS-modele de p: 
(A(B), ds) - (A(E), dE) - (A(F), dF) 
t t t 
(.L, d) - (A @AX, D) -(Ax,D) 
oh YB et ul, sont des quasi-isomorphismes, mais pas en general YF. 
Avec les notations ci-dessus, nous pouvons Cnoncer: 
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Thkoriime 3. Soit F-+EA B une fibration et U un sous rt,-module de H*(F; Q) 
vkrifiant H*(B; H*(F)/U) = 0. Sous I’une des conditions suivantes: 
(i) H*(B; Q) ou H*(F; Q) est un espace vectoriel graduP de type fini et U est 
nilpotent. 
(ii) B est un C. W. complexe de type fini et U est localement unipotent. 
Alors l’application H(ul,) est un isomorphisme de H*(AX, 0) sur U. 
1.2. Remarques 
(1) Lorsque U= H*(F; Q), sous l’hypothese (i) nous retrouvons le resultat de S. 
Halperin [7, 20.31. 
(2) Par un simple argument de suites spectrales, on verifie que les hypotheses du 
Theoreme 3 sont verifiees si l’on a les conditions (a), (b) et (c) suivantes: 
(a) 11 existe un rrr-sous-module U de H*(F; Q) unipotent et verifiant 
H*(n,, H*(F; Q)/U) = 0. 
(b) B admet un revetement universe1 l? et n, opere de facon unipotente sur 
H*(B; Q). 
(c) H*(B; Q) ou H*(F; Q) est de type fini. 
1.3. Exemple oti la condition (a) n’est pas vPrifiPe 
Considerons la fibration S’ + E 3 SIVS1 obtenue en recollant suivant une fibre 
S’ la fibration triviale S’ + T2+S1 et la fibration de Klein S’-+ K +S’. Dans ce 
cas 
(a) U=H’(S’,Q)=Q. 
(b) H1(~,(S’vS1); H’(S’,Q)/U)#O. 
(c) p a le m&me KS-modele que la projection canonique S1VS1VS2+S’VS’. 
(d) La KS-fibre de p a le type d’homotopie rationnelle d’un bouquet infini de 
spheres S2. 
(e) !.$ : Hk(AX, D)- Hk(F, Q) est nulle pour tout k > 0. 
1.4. Dkmonstration du Tht!orsme 1 
Si A est une algebre differentielle grad&e et M et N deux A-modules differentiels 
(respectivement a gauche et a droite), nous noterons B(M, A, N) la ‘double’ bar con- 
struction. Le tor differentiel est defini par 
TorA(M, N) = H*(B(M, A, N)). 
11 existe un isomorphisme nature1 [2, 3.61: 
TorAcB)(A(E), Q) = TorC*@)(C*(E), Q) 
pour toute fibration FJ‘EAB de base connexe par arcs. 
Si (.n/ d) --t (& @AX, D) --t (AX, D) est un KS-modele de la fibration F+ E + B, 
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les quasi-isomorphismes !PB et YE dkfinis en (1.1) induisent des isomorphismes 
TorA@)(A(E), Q) zz Tor ‘(&@/1X, Q) zH(AX, D). 
Le ThCorkme 1 se dtduit alors du Thtorkme 3. 0 
1.5. Dkmonstration du ThkorGme 2 
Notons (. > le foncteur kalisation gComCtrique d’une a.d.g.c. [2, 8.1 et 8.101. Le 
diagramme 1.1 fournit le diagramme commutatif suivant oh I dksigne le morphisme 
d’adjonction Id + (A(.)). 
‘F 
F - (A P’), 4) 
( Y,d 
- (‘4X, D) 
I I 
IE 
E - (A(E), dE) 
(YE) 




B - (A(B),d,)’ (4 d) 
D’aprks [2, 8.2 et 12.21 la colonne de droite est une fibration rationnellement 
kquivalente A la fibration 
(QS,P)-‘(*WJME) Qm(p) - Q)m(B). 
DCsignons par ,u : (.L?~, d) + (A(F), dF) un modkle minimal de F et 9 : (AX, D)+ 
(. //F, d) un morphisme vkrifiant ,MJJ - Y,. 
Comme (AF, d) est une a.d.g.c. de Q-type fini, l’application CPU>/, : F-r< .I?~) est 
une Q-localisation [2, 11.21. 
11 rCsulte du Theo&me 3 que H(AX, 0) = UcH(F) est 1-connexe et de type fini. 
11 en est de m&me pour (AX, D), [7], puisque ce dernier est un KS modkle minimal. 
En particulier le morphisme canonique H*((AX, D)) -+ H*(AX, D) est un isomor- 
phisme [2, 12.31. 





H*((.dF, d)) L H*(MF, d) 
1 
lo* 
H*((AX, D>) L H*(AX, B) 
Une seconde application du ThCorkme 3 termine alors la dkmonstration. 0 
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2. Applications 
2.1. Fibration de base un espace nilpotent 
Si rc est un groupe et E un rc-module et si E est un Q-espace de dimension finie 
alors E admet un sous z-module maximal, note U,(E), sur lequel rc opere de facon 
unipotente. U,(E) s’appelle le module de Fitting ou composante unipotente maxi- 
male de E sous l’action de 71 [8]. Si rc est nilpotent, U,(E) admet un unique facteur 
direct n-stable. Si F+ E + B est une fibration U,,,,,H*(F; Q) = 0; U,,(,)H’(F; Q) 
est appele le module de Fitting de la fibration. 
ThCorkme 4. Soit F’. E A B une fibration de base un espace nilpotent et dont la 
cohomologie de la fibre est un espace vectoriel grad& de type fini, alors Yr induit 
un isomorphisme ntre H*(AX, D) et le module de Fitting de la fibration. 
Sous les hypotheses preddentes, 
- La suite spectrale d’Eilenberg-Moore de la fibration converge vers le module 
de Fitting de la fibration. 
- Le module de Fitting de la fibration est un invariant du type d’homotopie 
rationnelle de p. 
Lorsque rcl (B) = Z, nous montrons dans “Module de Fitting d’une fibration” 
que !JJF induit un homomorphisme d’a.d.c. v, de (AX, B) dans un modele ‘adapt? 
de F, dont l‘image est une sous a.d.g.c. stable par l’action de xl(b) qui calcule le 
module de Fitting de p. 
Le theoreme resulte de la Remarque 1.2(2) et du lemma suivant: 
Lemme. Soient G un groupe nilpotent et M un Q-espace vectoriel de dimension finie 
sur lequel G opere. 
St’ G opere sans point fixe sur M alors H*(G; M) = 0. 
Preuve du Lemme. (a) Si G=& H’(G; M) et H’(G, M) sont respectivement le 
noyau et le conoyau de l’homomorphisme r - 1 : M-tM, lorsque r designe l’auto- 
morphisme induit par le generateur de z. Comme MC = H’(G; M) = ker(r - 1) = 0, 
T- 1 est un isomorphisme, par suite H’(G, M)=O. 
Si G= zpp’ r- 1 : M+M est aussi un isomorphisme d’inverse 1 + s+ ... + rp- ‘, 
par suite Hk(Z,, M) = 0 pour tout k. 
(b) Si O-N-+M+ P-0 est une suite exacte courte de G-modules de dimension 
finie sur Q alors 
(i) il en est de meme pour la suite 0-t UoN+ UoM-+ UoP+O (G nilpotent), 
(ii) si Me=0 alors NG=PG=O. 
Par induction sur la dimension de M, nous pouvons nous ramener au cas ou M 
est un G module simple. 
(c) Si chaque element du centre Z de G opere trivialement sur M, posons G = G/Z. 
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Dam ce cas: 
H*(Z; M)C = (H*(Z)&@ =H*(Z)@M” = 0. 
Une induction sur la longueur de la suite centrale descendante de G montre que 
H”(G; H*(Z; M)) = 0 
et par Hochschild-Serre nous obtenons 
H*(G; M) = 0. 
(d) S’il existe x E 2 qui n’opere pas trivialement sur A4 alors x - id est un isomor- 
phisme de M. Notons K le groupe cyclique engendre par x. D’aprb (a), nous 
obtenons la relation H*(K, M) = 0 et par Hochschild-Serre: 
H*(G, M) = 0. 0 
2.2. Construction plus 
La construction plus de Quillen ne transforme en general pas une fibration en une 
fibration. Pourtant, 
Thkorkme [ 1, 6.41. Si FL E -% B est un fibration, alors F’ --f Ei 2 B+ est une 
fibration lorsque, soit nl (B) ne contient pas de sous-groupe parfait, soit p est une 
fibration quasi-nilpotent et F+ nilpotent. 
Sous d’autres hypotheses, nos techniques permettent d’apprehender la fibre de 
l’application p+: 
Proposition. Si FL E L B est une fibration satisfaisant 
(i) H*(F, Q) ou H*(B, Q) sont de type fini. 
(ii) TC,(B, *) est un groupe parfait. 
(iii) I1 existe un sous-espace U de I’espace des points fixes H(F, Q)nl(B, *) tel que 
H*(B, H*(F)/U) = 0. 
Alors 
H*((p+))‘(*); Q) = U. 
Preuve. Puisque z,(B, *) est parfait B+ est 1-connexe et tout sous module unipotent 
de H*(F; Q) est un rr,(B, *)-module trivial. D’autre part, p et p+ ont le meme KS- 
modele minimal, par suite la KS-fibre de p calcule H*((p+)-‘(*), Q). La proposi- 
tion resulte alors du Theoreme 3 (2.1). 
2.3. Homotopie de De Rham d’un espace non nilpotent 
Si (AX, d) 1 (A(S), ds) dtsigne le modele minimal d’un espace X, l’espace vec- 
toriel Hom(X; Q) s’appelle l’espace d’homotopie de De Rham de S et se note 
nDR(S), 171. 
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Si S est un espace nilpotent [ 121, [4], 
n,yyS) = 
i 
n;(S)@Q, i 12, 
Ls, i= 1, 
lorsque L, designe l’algebre de Malcev-Lazard associee a z,(S). 
Les deux propositions suivantes donnent une interpretation de r&(S) lorsque S 
n’est pas suppose nilpotent. 
Proposition 1. Si nlS) est un groupe nilpotent de type fini, et si nz(S)@Q est de 
dimension finie, alors 
7cR(S) = Y7,(S,(~2Wm?~. 
DCmonstration. Designons par i : S +K(n,(S), 1) l’application classifiante du revete- 
ment universe1 q : 9-S. Clairement, pour tout k 22, U,,(sjrrk(S) = U,,cs,nk(S’). 
Soit alors (AX, d) un modele minimal de S. Comme i induit un isomorphisme au 
niveau H’(. ; Q) et un monomorphisme au niveau H2(. ; Q) et comme K(rrr(S), 1) 
a un modele minimal dont tous les generateurs sont de degre 1, la KS-extension: 
(AX’, d) --f (AX, d) + (AXz2, d) 
est un KS-modele de i. 
On a alors par le Theortme 3 (2.1) 
X2~H2(/1X’2,a)2Hom(U,,(s,H2(~; Q),Q) 
= Hom(U,,cs)n2(S)OQ Q). 0 
Proposition 2. Si n,(S) est une extension d’un groupe nilpotent de type fini Npar 
un groupe parfait P, alors 
Hom(rcpR(S), Q) =H’(P; Q)@A 
06 AcHom(U,,(,,n,(S); Q) est le noyau d’un morphisme de transgression 
t : Hom(U,,(spAS), Q)Pff3UT Q$). 
DCmonstration. Notons S le revetement universe1 de S et S, le revetement cor- 
respondant au sous-groupe parfait P. Comme N= rcr (S)/P ne contient pas de sous- 
groupe parfait, la construction plus transforme la fibration homotopique 
S,-SzK(N, 1) 
en une fibration homotopique [ 1,6.4] 
ST-S+&(N, 1). 
On a done Q(S) = 7rz(S:) = H2(S:) = H2(S,). 
D’autre part, la suite spectrale de Serre appliquee a la fibration S-S, + K(P, 1) 
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montre que H2(S,; Q) =H’(P; Q)@A avec 
A=ker(d,:E30’2=E20,2,E33’o=E23’0) 
= ker(d, : Hom([rr,(S)@Q] ‘, Q)-H3(P; Q)). 
Designons par (AX, d) un modele minimal de S. p et p’ admettent le m&me KS- 
modele minimal. La Proposition 1 montre alors que 
X2zHom(U,vz2(St),Q)z:2(P; Q)@A. 0 
2.4. Operation d’ordre fini 
Du Theoreme 3, il resulte que: 
Proposition. Soit FL E -% B une fibration verifiant 
(i) nl(B) est un groupe fini. 
(ii) H*(F, Q) oti H*(B, Q) sont des espaces grad&s de type fini. 
Alors Yr induit un isomorphisme ntre H*(AX, D) et la sous-algebre H*(F)*“‘) 
des classes in varian tes par 71, (B). 
2.5. Revetements cycliques infinis 
Dans un celebre article [lo], J. Milnor demontre que si &?-+A4 est un revstement 
cyclique infini d’une variete compacte A4, alors la cohomologie rationnelle de A? 
satisfait a la dualite de Poincare pourvu que H*(@; 02) soit de type fini. La proposi- 
tion suivante permet de verifier cette condition de finitude. 
Proposition. Soit A?+M un revetement cyclique infini d’un C. W. complexe fini M, 
d’application classifiante v, : M-S’, alors H*(A?; Q) est de type fini si et seulement 
si la cohomologie de la KS-fibre de v, est de type fini. 
Corollaire. Soit 9 : A?+M un revetement cyclique infini d’un C. W. complexe fini 
M. Si H*(M; Q) est un H*(S’; Q)-module libre (pour la structure definie par l’ap- 
plication classifiante v, : M+S’) alors IY? a le type d’homotopie rationnelle d’un 
C. W. complexe fini. 
Soit dance I@+M un revCtement cyclique infini. Comme M est un C.W. com- 
plexe fini, H,@?; Q) est un Q[zl(S1)]-module finiment engendre. L’anneau de 
groupe Q[rcr(S’)] = Q[t, t-l] etant principal, nous pouvons Ccrire 
oh HA est un Q[Z]-module de dimension totale finie. 
Notons IV, le Q-espace vectoriel admettant une base (J;-)izt indexte par les en- 
tiers positifs et muni d’une structure de Q[t, t-‘]-module pour l’action definie par 




La proposition resulte alors des Lemmes 1 et 2 suivants: 
Lemme 1. Soient G un groupe et M un Q-espace vectoriel sur lequel G optre. Si G 
contient un &!ment central x tel que x- 1 soit un isomorphisme de M, alors 
H*(G, M) = 0. 
Preuve. Cf. preuve du Lemme 2.1. 
Lemme 2. Si s”-+S est un revgtement infini cyclique et si 
C 
‘,, 
H,($ Q)=H;@ @ Q[t,t-‘]a; 
i=l > 
avec dim, Hk < 03 
alors la KS-fibre (AX, D) de I’aplication classifiante v, : S-+S’ satisfait la relation 
Preuve. Par dualite 
r,, 
H”(S^; Q) = Hom(HA, Q)@ @ Hom(Q[z]cq, Q 
1=I 
oti Hom(Q[[Z],Q)z&ez Qel. La structure de Q[t, t-‘]-module y est definie par 
Dans ce cas, il n’existe pas d’unipotent maximal. Cependant, l’espace vectoriel 
(0,) engendre par les series 0, = C,;“_, iPej, pz 0, est un espace localement uni- 
potent maximal isomorphe a N, et l’hypothese (ii) du Theoreme 3 est satis- 
faite. q 
DCmonstration du Corollaire. Soit (AZ, 0)-t (Az@_4Z, D)+ (AZ, D) un E.M. 
modele de v, [ 131 d’oh une suite spectrale d’Eilenberg-Moore: 
E, = TorH*‘s’)(H*(M); Q) * H*(AZ, D) = H(AX, 0). 
Par nos hypotheses EFq = 0 si p > 0 et E:q = Hq(M) @H*CS~j Q est de dimension 
finie. Par suite il en est de meme pour H*(AX, D). Le resultat dtcoule alors de la 
proposition. 
Remarque. La proposition prtcedente ne s’etend pas aux revetements a groupe 
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nilpotent non-cyclique. Considerons par exemple l’espace: 
S=(S~vSdvS2)Ue3,LJle2 
v 0, 
oh $0: s2+s2vs; represente 2(cb - c) ou CE 7r2(S2) et b E rcr(Si) sont des 
generateurs de chacun des groupes. 
S a le type d’homotopie d’un bouquet infini de spheres S2 localisees en 2: 
S= v s;,. 
1El 
nr(S) (=Za@Zb) agit sur H2(S; Q) (= n,,, Qe;) par 
ax(C Q,)= C Gi+r, 
b x ( C A;e,) = C 2&e,. 
u n,(SjH2(S; Q) = 0. La KS-fibre est de dimension finie, elle ne detecte done pas la 
non finitude de H’(S; Q). 
3. DCmonstration du ThCorkme 3 
Cette demonstration est un raffinement de celle don&e par S. Halperin dans le 
cas oh U=H*(F,Q) [7, p. 171. Nous y renvoyons le lecteur pour les arguments 
inchanges. 
3.1. Rappels sur les systPmes locaux 
Rappelons qu’un systkme local :// sur un ensemble simplicial K A valeurs dans la 
categoric des a.d.g.c. est la donnee: 
(a) d’une famille d’a.d.g.c. V,, indexee par les simplexes 0 de K, 
(b) d’une famille d’homomorphismes d’a.d.g.c. 





d$j= 1, i=j,j+ 1, 
+,, i>j+ 1. 
L’espace des sections globales de Y, note Y(K) est une a.d.g.c. [7, pp. 12-151. 
Un systgme de coefficients est, par definition, un systeme local oti les homomor- 
phismes a; et si induisent des isomorphismes en cohomologie. 
Un simplexe CTE K, determine une application simpliciale (T: A” -+K et l’image 
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reciprogue cr*5 est un systeme local sur l’ensemble simplicial type A”. :? est dit 
e’tendable si pour tout o de K,, la restriction 
o*‘l/(A”)+a*‘~(~3A”) 
est surjective. 
Si r est un ensemble filtrant et (‘fY)yEr une famille filtrante de systemes locaux, 
5 = lim Y y est aussi un systeme local: 
Dans ce cas, les morphismes 5: + :B, induisent des morphismes cy : CC y-+ !q ainsi 
qu’un morphisme 
< : li,m !? Y(K) + !g(K) 
qui en general n’est pas un isomorphisme. 
Lorsque K = Sing B est l’ensemble des simplexes singuliers de B, chaque point b 
de B determine une a.d.g.c. !Gb et chaque chemin de B, L : I+B, determine les 
homomorphismes 
qui sont des isomorphismes si “/’ est un systeme de coefficients a differentielles 
nulles. Dans ce cas, en posant rcl = rrl(B, b,), on voit facilement que :qbo est un 
rcr-module et que tout sous rcl -module U de Ybo definit un unique sous-systeme 
local de coefficients ‘l/ de :li. 
Dans la suite, nous noterons simplement !//(B) = !a(Sing B). 
3.2. SystPmes de coefficients associb 6 me fibration 
Soit (A(B), d,)+(A(B)@AX, D) -+ (AX, D) le KS modele minimal d’une fibra- 
tion F-+Ez B. Associons dans un premier temps a p le systeme local .J? defini 
comme suit [7, p. 181: 
Si o : A”+ B est un simplexe singulier, notons e, le morphisme d’evaluation 
A(B)4A(n) : e,(Q) = @ Ig, oti A(n) designe l’algebre differentielle acyclique 
n(br, . . . . b,)O/l(dbt, . . . , db,) des formes polynomiales sur le simplexe A” [7, 
13.21. :‘A, est 1’a.d.g.c. A(~I)@~(~)(A(B)@AX). 
Les homomorphismes canoniques J. ,, : A(~z+A(~)@,~~, (A(B)OAX) sont com- 
patibles avec les operateurs bords et degtnerescences. 11s definissent done un 
homomorphisme d’a.d.g.c. 
,I:(A(B),~,)+(:W(B),~),(LCD),=&@~. 
Les morphismes pu, : A(B)@AX+ “A, definissent un morphisme ,u:(A(B)@AX, D)-+ 
(:#(B),d), (p~D)~=,u~@. De plus, le diagramme suivant commute 
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(A(B)@AX D) 
(A(B), &) I .u \ A 
(O(B), 4 
A l’aide d’une KS-base, on voit que /1X= Ii@ kX(y)oh les X(y) Cx sont les sous- 
espaces de dimension finie tels que A(B)@AX(y) est stable par D. Des systemes 
locaux RY sont alors definis par la KS extension A(B)@AX(y). 
D’aprts [7, 18.211, on a alors: 
(1) .K et gy sont des systemes Ctendables de coefficients. 
(2) Pour chaque y, H( S?$ est un nr-module nilpotent de type fini. 
(3) Le morphisme l$r ,g y --f g est un isomorphisme. 
(4) Le diagramme ci-dessous est commutatif, avec les isomorphismes indiques. 
On associe a p un second systeme S defini comme suit: pour u dans Sing(B), con- 
siderons le produit fibre 
1 I PO P 
AnaB 
Definissons alors le sous-ensemble simplicial P, de Sing E en posant: T E (P,) si 
p,(r) Ed”CSing B. Le systbme local, F, est defini en posant: 
,FO = A(P,). 
C’est un systeme Ctendable de coefficients [7, 19.171. 
Notons a, le compost A(E)-+A(E,)+A(P,). Les a, induisent un morphisme 
a:A(E)-+.F(B) 
qui est un isomorphisme [7, 19.211. 
La projection P,%A” Ctant simpliciale, il existe un morphisme d’a.d.g.c. 
A(lr,) rendant commutatif le diagramme 





On en dkduit un homomorphisme de systkmes de coefficients 
p: g+y 
tel que le morphisme composk 
H*(A(B)@AX, D) ?!!?+HH*($(B))X, H*( Y(M)) 
soit un isomorphisme. 
3.3. Fin de la demonstration du Theoreme 3 
Avec les constructions du $3.2 le ThCorkme 3 est un corollaire immkdiat du lemme 
suivant: 
Lemme. Soient .< (YY)yGr des systemes de coefficients Ptendables ur Sing B a 
valeurs dans les a.d.g.c. et 
un morphisme de systemes locaux satisfaisant: 
(i) H*(B; Q) ou H*(YQ,) est un espace vectoriel grad& de type fini. 
(ii) II existe un nl-sous-module U de H*(;ih,) verifiant H*(B, H*(Y&)/U) = 0 et 
soit (hypothbe A) U est unipotent, soit (hypothbe B) U est localement unipotent 
et B est un C. W. complexe de type fini. 
(iii) Chaque H*( Y$ est un rt,-module unipotent de type fini. 
(iv) Pour tout yeI et tout a~Sing B, il existe des isomorphismes 
H”( &) E H”( 5,) 3 H”( Y;) G CQ 
compatibles avec les operateurs faces et degenerescences. 
(v) La composee 
p*r*: 1% H*( VY(B))-*H*(Y(B)) 
est un isomorphisme. 
Alors <* : li,m H*( Y Y(B)) + H*( Y(B)) est un isomorphisme t chaque 
p,* : H*( YV) + H*(&) 
induit un isomorphisme @,* : H( V,) -+ ‘41~ G U. 
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3.4. Preuve du lemme 3.3 
Rappelons 17, 13.151 que les formes PL sur B, notees (A(B), d,), sont definies 
comme les sections globales d’un systeme local Ctendable .d sur Sing B. Considerons 
alors le systeme local .NJ@ .Y [7, 12.361 dont l’espace des sections globales est note 
A(B; 9). Nous obtenons ainsi le diagramme commutatif [7, 13.121: 
dans lequel les fleches verticales sont des quasi-isomorphismes. 
H(@H(<) : lim H(A(B, wy J ))+H(A(B, 9)) est done un isomorphisme. 
En filtrant A(B; ‘?I) [resp. A(B; MY)] par les sous-espaces 
,/,P= c Aj(B; V) resp. ?-Zp= c Aj(B; 9) 
JZP JSP 1 
on definit les suites spectrales 
:g’ E; q -H(A(B; Y)) et ymE,f’q 3 H(A(B; cF)). 
Les morphismes 
Ctant homogtnes de degre zero, on peut definit une bigraduation sur la limite induc- 
tive en posant 
[Ii@ A(B; C/, y)]p,4 = l&r AP(B; ( Cfy)q). 
Y Y 
En filtrant alors par le premier indice, nous obtenons une suite spectrale 
Observons maintenant que la condition N”(B; H( fb,)/U) = 0 entraine qu’il 
n’existe pas d’element non nul dans H(.FQ/U invariant par nt . Par suite, toute 
application de 7zl-modules de H( Ybo) dans H(F$U est nulle. L’application 
H(pO) : H*( Y,) +H*( X0) a done son image dans -i//,,. 
Notons gV: H( if,)+ +Vc l’application ainsi definie. Par [7, 17.31, nous obtenons 
le diagramme commutatif ci-dessous oh toutes les fleches verticales sont des iso- 
morphismes 
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15 HP@, (fm4) op.4 HP(B, Hq Y)) -@yy HP(B; /// 4) G HP(B; Hq( .U)) 
7 
l H*(B, 9) designe l’homologie du complexe C*(B; 9) des cochaines singulieres 
a coefficients dans le systeme local 9 [7, 14.41. 
l li,” W(B; (H)‘) designe la limite inductive sur tous les sow-systemes de co- 
efficients H’CH( 9) qui sont de type fini. 
l i* designe l’application lineaire induite par les inclusions 
i, : C*(B; W) -+ C*(B; H( Y)). 
Sous l’hypothese A, le caractere unipotent de ‘l/ et le lemme 16.24 de [7] demontre 
alors l’assertion suivante: 
(*) Supposons que, pour un entier q, ~“,q~oTq soit un isomorphisme et que 
($9~1’4 soit injectif, alors 
(a) $‘,q et fAq sont des isomorphismes pour tout p, 
(b) @ * : Hq( Yc) --t J#,” est un isomorphisme pour CT E Sing(B). 
Le theoreme de comparaison de Zeeman-Moore generalise, ainsi qu’il est &once 
dans [7, 17.171 permet alors de conclure que @Fqf,Fq est un isomorphisme pour 
tout i 2 2 et pour tout p, q L 0. Une seconde application de (*) montre alors que @,* 
est un isomorphisme. 
Dans le case de l’hypothese B, en utilisant les cochaines cellulaires, on a claire- 
ment li,m H*(B; YY) zH*(B; if). On en deduit la variante suivante du lemme 16.24 
de [7]. La demonstration se termine ensuite comme sous l’hypothtse A. 
Lemme 16.24’. Supposons que F et G soient des systsmes locaux (ir diffkrentielles 
nulles) sur Sing B tels que: 
(i) MY>“;, %Xy sont localement unipotents. 
(ii) YX,= u, “xy. 
(iii) B est un C. W. complexe de type fini. 
(iv) lim H’(B; Y y)+H’(B; .T) est un 
H’(B; .2) est injectif, 
isomorphisme et li+m H’(B; Y ?) -+ 
Alors Ya 3 & pour tout (T et li+mY H*(B; !fY) %H*(B; !g) 2 H*(B; .T) sent des iso- 
morphismes. 
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